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В работе рассматриваются некоторые задачи для линеаризованных уравнений гемоди-
намики на простейших графах, методом распространяющихся волн и методом продол-
жения получены точные решения рассматриваемых задач.
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1. Введение

Для математического описания течения крови в сосудах наиболее распространенными яв-
ляются квазиодномерные модели (см., например, [1-3]). Применение квазиодномерного прибли-
жения позволяет исследовать широкий круг задач гемодинамики на геометрических графах
(основы теории дифференциальных уравнений на графах изложены в [4]). В данной работе
рассматриваются некоторые задачи для линеаризованных уравнений гемодинамики на про-
стейших графах, методом распространяющихся волн и методом продолжения (см. [5]) полу-
чены точные решения рассматриваемых задач. Представленные результаты дополняют иссле-
дования в [2].

Уравнения гемодинамики в квазиодномерном приближении представляют собой гипербо-
лическую систему двух дифференциальных уравнений в частных производных и одного алгеб-
раического соотношения. В качестве пространственной переменной x выбирается длина дуги,
проходящей через центры круговых поперечных сечений сосуда. Скорость движения крови
считается направленной вдоль оси сосуда и одинаковой во всем круговом сечении сосуда. Обо-
значим U(x, t) — скорость кровотока (cм/с), P (x, t) — давление (мм рт. ст.), S(P ) — площадь
поперечного сечения сосуда (cм 2 ), ρ — плотность крови (г/см 3 ).

Тогда уравнения гемодинамики в квазиодномерном приближении имеют вид (см. [2]):
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где первое уравнение описывает закон сохранения импульса, второе — закон сохранения массы
крови, а третье — это уравнение состояния, которое отражает упруго-механические свойства
сосуда.

Из физиологических исследований известно, что пульсационное отклонение давления, вы-
званного сердечным выбросом в аорту, от среднего значения в норме составляет примерно
20%. Это позволяет использовать линейное приближение для исходной нелинейной системы
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уравнений (1) относительно фоновых (средних) значений всех величин, входящих в уравне-
ния. В результате линеаризации исходная система сводится к линейной системе уравнений
гиперболического типа с постоянными коэффициентами (см. [1]){

ut+
1
ρpx+ ūux=0,

pt+ ūpx+ ρc2ux=0,
(2)

где c=
√

s̄
ρθ — скорость распространения пульсовой волны; θ= dS(P )

dP >0 — коэффициент эла-
стичности сосуда, который характеризует изменение сечения сосуда при изменении давления
в нем согласно уравнению состояния; ū , p̄ , s̄ — некоторые фоновые значения, а функции
u(x, t) и p(x, t) — малые отклонения от фоновых значений.

2. Задача Коши для линеаризованных уравнений гемодинамики

Рассмотрим задачу Коши для линеаризованных уравнений гемодинамики (2):
ut+

1
ρpx+ ūux=0, (−∞<x<+∞, t > 0)

pt+ ūpx+ ρc2ux=0,

u|t=0=ϕ(x),

p|t=0=ψ(x),

(3)

где ϕ(x) и ψ(x) — заданные функции.
Используя инварианты Римана (см., например, [6]), получим представление общего реше-

ния системы (2) в виде:

u(x, t)=
f(x−λ+t)+ g(x−λ−t)

2
,

p(x, t)= ρc
f(x−λ+t)− g(x−λ−t)

2
,

(4)

где λ+= ū+ c , λ−= ū− c . Функции f и g представляют собой бегущие волны произвольной
формы.

Как видно из (4), общим решением уравнений (2) является суперпозиция двух бегущих
волн, одна из которых распространяется по направлению движения крови в сосуде, а вторая —
в противоположном направлении.

Т е о р е м а 1. Решение задачи Коши (3) имеет следующий вид:

u(x, t)=
ϕ(x−λ+t)+ϕ(x−λ−t)

2
+
ψ(x−λ+t)−ψ(x−λ−t)

2ρc
,

p(x, t)= ρc
ϕ(x−λ+t)−ϕ(x−λ−t)

2
+
ψ(x−λ+t)+ψ(x−λ−t)

2
.

(5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим общее решение (4) в начальные условия задачи (3):

f(x)+ g(x)

2
=ϕ(x),

ρc
f(x)− g(x)

2
=ψ(x).

Определяя из них функции

f(x)=ϕ(x)+
ψ(x)

ρc
, g(x)=ϕ(x)− ψ(x)

ρc

и подставляя в общее решение (4), получим искомое решение задачи Коши (3) в виде (5). �
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3. Смешанная задача на графе одного сосуда

Рассмотрим один полуограниченный сосуд бесконечной длины. Представим такой сосуд
ориентированным графом Γ1 , состоящим из одной вершины и выходящего из нее ребра беско-
нечной длины, направленного вдоль оси сосуда. Введем на ребре систему координат с началом
в этой вершине, пространственную ось которой направим вдоль ребра.

Пусть на ребре графа заданы линеаризованные уравнения гемодинамики (2) и начальные
данные, а в вершине определены краевые условия 1-го рода. Тогда имеем следующую смешан-
ную задачу на графе Γ1 :

ut+
1
ρpx+ ūux=0, (0<x<+∞, t > 0)

pt+ ūpx+ ρc2ux=0,

u|t=0=ϕ(x),

p|t=0=ψ(x),

u|x=0= ν(t),

p|x=0=µ(t),

(6)

где ϕ(x) , ψ(x) и ν(t) , µ(t) — заданные функции.
Т е о р е м а 2. Решение смешанной задачи (6) имеет следующий вид

u(x, t)=


ϕ(x−λ+t)+ϕ(x−λ−t)

2 + ψ(x−λ+t)−ψ(x−λ−t)
2ρc , x≥λ+t
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ϕ(λ

−
λ+

x−λ−t)−ϕ(x−λ−t)
2 +

ψ(λ
−

λ+
x−λ−t)−ψ(x−λ−t)

2ρc , x<λ+t

p(x, t)=

ρc
ϕ(x−λ+t)−ϕ(x−λ−t)

2 + ψ(x−λ+t)+ψ(x−λ−t)
2 , x≥λ+t

µ(−x−λ+t
λ+

)− ρc
ϕ(λ

−
λ+

x−λ−t)+ϕ(x−λ−t)
2 +

ψ(λ
−

λ+
x−λ−t)+ψ(x−λ−t)

2 , x<λ+t

(7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В формулах (4) общего решения линеаризованных уравнений
гемодинамики определим функции f и g так, чтобы они удовлетворяли начальным и гра-
ничным условиям системы (6). Областью определения функции f(x− λ+t) в данном случае
является вся прямая (−∞,+∞) , а функции g(x−λ−t) — полуось [0,+∞) .

Подстановка общего решения в начальные условия позволяет определить f и g на полуоси
[0,+∞) следующим образом:

f(z)=ϕ(z)+
ψ(z)

ρc
, g(z)=ϕ(z)− ψ(z)

ρc
, z≥ 0. (8)

Осталось определить функцию f на оставшейся части ее области определения, т. е. на интер-
вале (−∞, 0) . Используя краевое условие u(0, t)= ν(t) и первую формулу в (4), получим

f(z)= 2ν
(
− z

λ+

)
−ϕ

(
λ−

λ+
z

)
+

1

ρc
ψ

(
λ−

λ+
z

)
, z < 0. (9)

Используя теперь условие p(0, t)=µ(t), получаем

f(z)=
2

ρc
µ
(
− z

λ+

)
+ϕ

(
λ−

λ+
z

)
− 1

ρc
ψ

(
λ−

λ+
z

)
, z < 0. (10)

Используя теперь формулы (8)–(10) и (4), получим решение смешанной задачи (6) на графе
Γ1 в виде (7). �
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4. Смешанная задача на графе двух сосудов

Рассмотрим теперь стык двух полуограниченных сосудов. Представим его ориентирован-
ным графом Γ2 , состоящим из одной вершины и двух ребер бесконечной длины, один из
которых направлен к вершине, а другой — из нее. Введем систему координат с началом в этой
вершине, а пространственную ось направим вдоль ребер так, что отрицательные координаты
будут соответствовать входящему в вершину ребру, а положительные — выходящему из нее.

Пусть на каждом ребре i (i= 1, 2) графа Γ2 заданы линеаризованные уравнения гемо-
динамики (2) и начальные данные, а в вершине выполняются линеаризованные условия со-
пряжения, первое из которых выражает закон сохранения массы крови (т. е. поток крови в
первом сосуде равен потоку крови во втором), а второе — равенство давлений на стыке сосудов
(см. [2]).

Таким образом получаем смешанную задачу для линейных уравнений с кусочно-
постоянными на графе Γ2 коэффициентами вида

∂ui
∂t

+
1

ρ

∂pi
∂x

+ ū
∂ui
∂x

=0, (−∞<x< 0, 0<x<+∞, t > 0)

∂pi
∂t

+ ū
∂pi
∂x

+ ρc2
∂ui
∂x

=0,

ui(x, 0)=ϕi(x),

pi(x, 0)=ψi(x),

s̄1u1(0, t)+ θ1ū1p1(0, t)= s̄2u2(0, t)+ θ2ū2p2(0, t),

p1(0, t)= p2(0, t),

(11)

где i=1 , если x< 0 , и i=2 , если x> 0 .
Общие решения линеаризованных уравнений гемодинамики на каждом ребре определя-

ются по формулам (4). Области определения функций fi и gi находятся из того, что эти
функции удовлетворяют начальным условиям и условиям сопряжения. Таким образом полу-
чаем, что областью определения функции f1 является полуось (−∞, 0] , функций g1 и f2 —
вся прямая (−∞,+∞) , а функции g2 — полуось [0,+∞) .

Подстановка общих решений в начальные условия позволяет определить f1 и g1 на полу-
оси (−∞, 0] , а f2 и g2 на полуоси [0,+∞) :

fi(z)=ϕi(z)+
ψi(z)

ρci
, gi(z)=ϕi(z)−

ψi(z)

ρci
, (12)

где z≤ 0 , если i=1 , и z≥ 0 , если i=2 .
Функции g1 и f2 на оставшихся частях их областей определения найдем, подставляя об-

щие решения (4) в условия сопряжения. Переобозначая их соответственно G1 и F2 , получим:

G1(z)= k1→1 f1

(
λ+1
λ−1

z

)
+ k2→1 g2

(
λ−2
λ−1

z

)
, z > 0

F2(z)= k1→2 f1

(
λ+1
λ+2

z

)
+ k2→2 g2

(
λ−2
λ+2

z

)
, z < 0,

(13)

где k1→1, k2→1, k1→2, k2→2 — коэффициенты, вычисляемые по формулам

ki→i=1− 2s̄i

ρci

(
s̄1(c1−ū1)

ρc21
+ s̄2(c2+ū2)

ρc22

) , ki→j =−
2s̄i

ρcj

(
s̄1(c1−ū1)

ρc21
+ s̄2(c2+ū2)

ρc22

) , i ̸= j.

Из формул (13) видно, что волны G1 и F2 , распространяющиеся по ребрам графа Γ2 по
направлению от его вершины, представляют собой суперпозиции волн f1 и g2 , распространя-
ющихся по ребрам графа по направлению к вершине. При этом коэффициент ki→j показывает,
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во сколько раз изменится амплитуда соответствующей волны при прохождении ею через вер-
шину графа из i -го ребра в j -ое, а коэффициент ki→i характеризует изменение амплитуды
волны, распространяющейся по i -му ребру, после ее отражения от вершины графа.

Подставляя полученные функции из (12) – (13) в формулы (4) на каждом ребре, оконча-
тельно получим решение смешанной задачи на графе Γ2 в следующем виде:

u(x, t)=



f1(x−λ+1 t)+ g1(x−λ−1 t)
2

, x≤λ−1 t, x< 0,

f1(x−λ+1 t)+G1(x−λ−1 t)
2

, x>λ−1 t, x< 0,

f2(x−λ+2 t)+ g2(x−λ−2 t)
2

, x≥λ+2 t, x> 0,

F2(x−λ+2 t)+ g2(x−λ−2 t)
2

, x<λ+2 t, x> 0,

(14)

p(x, t)=



ρc
f1(x−λ+1 t)− g1(x−λ

−
1 t)

2
, x≤λ−1 t, x< 0,

ρc
f1(x−λ+1 t)−G1(x−λ−1 t)

2
, x>λ−1 t, x< 0,

ρc
f2(x−λ+2 t)− g2(x−λ

−
2 t)

2
, x≥λ+2 t, x> 0,

ρc
F2(x−λ+2 t)− g2(x−λ

−
2 t)

2
, x<λ+2 t, x> 0.

(15)

Таким образом, нами доказана
Т е о р е м а 3. Решение смешанной задачи (11) имеет вид (14), (15).
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